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Ecuaciones del Calor y del Poisson

Consideremos las ecuaciones en Rd+1
+

• Ecuación del Calor:

{
ut = ∆u, t ∈ (0,∞)× Rd

u(0, x) = f (x)
(H)

• Ecuación de Poisson:

{
utt = −4u, t ∈ (0,∞)× Rd

u(0, x) = f (x)
(P)

Pregunta: es posible encontrar condiciones de integrabilidad óptimas
sobre f tal que

1 u(x , t) = f ∗ ht(x) ∈ C∞(Rd+1
+ ) y satisface ut = ∆u

2 existe limt 7→0 f ∗ ht(x) = f (x) para a.e.x ∈ Rd

(Wilcox’80, T. Rep de Widder’75, f = dµ, n = 1)

Idem para Poisson

Este problema tiene una solución simple: estimación directa del
núcleo y Teor. dif. de Lebesgue
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Dato inicial óptimo

Sea ht(x) = (4πt)−
d
2 e−

|x|2
4t el núcleo del calor.

Proposición 1:

Sea f : Rd → C medible. Entonces son equivalentes:∫
Rd

ht(x − y)|f (y)|dy <∞, para todo t ∈ (0,∞) y x ∈ Rd

∫
Rd

ht(xt − y)|f (y)|dy <∞, para todo t ∈ (0,∞) y algún xt ∈ Rd∫
Rd

|f (y)| e−a|y |2 dy <∞, para todo a > 0

Estimación elemental

(|y | > M|x | ⇒ M+1
M |y | > |x − y | > M−1

M |y |)

1
c e
− |y|

2

4t
(M+1

M
)2 ≤ e−

|x−y|2
4t ≤ c e−

|y|2
4t

(M−1
M

)2
, y ∈ Rd

con c = c(x , t,M) > 0

(y 7→ e−
|x−y|2

4t en |y | ≤ M|x |)
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Más aún

En este caso, esto es, si (*) f ∈ L1(ϕ) con ϕ = e−a|y |
2
, a > 0

entonces

1 u(x , t) = f ∗ ht(x) ∈ C∞(Rd+1
+ ) y satisface ut = −∆u

2 existe limt 7→0 f ∗ ht(x) = f (x) para a.e.x ∈ Rd

Para α ∈ Nd+1

Dα
t,x [t−

d
2 e−

|x|2
4t ] = Σj t

γjpj(x)e−
|x|2
4t

Si (x , t) yace en un compacto de Rd+1
+ , (∗)⇒∫

Rd

Dα
t,xht(x − y)|f (y)|dy <∞

uniformemente en (x , t) y (1) se cumple
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Beatriz Viviani (Instituto de Matemática Aplicada del Litoral-Universidad Nacional del Litoral)Convergencia a.e. Poisson-Bessel
Seminario del IMAL ”Carlos Segovia Fernandez” Junio 2016 4

/ 28



convergencia

Para(2) es suficiente ver que ∀n0 ≥ 1

lim
t→0

f ∗ ht(x) = f (x) a.e. |x | ≤ n0

Dado ε > 0 sea M ≥ 2n0 tal que
∫
|y |>M |f (y)|e−|y2|dy < ε. Partimos

f = f χ{|y |≤M} + f χ{|y |>M} = f1 + f2

Para f2 notar que, cuando |x | ≤ n0 ≤ M/2 < |y |
2 se tiene

ht(x − y) =
e− |y−x |

2

4t

(4πt)
d
2

≤
e− |y |

2

16t

(4πt)
d
2

≤ cd
|y |d

e−
|y|2
32t ≤ cde

−|y |2 t <
1

32

Luego

|f2 ∗ ht(x)| ≤ cdε ∀|x | ≤ n0, t <
1

32
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convergencia
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convergencia

Como f1 ∈ L1(Rd) por el teoŕıa de aproximación de la identidad para a.e.
|x0| ≤ n0 ∃δ = δ(ε, x0) ∈ (0, 1

32 ) tal que

|ht ∗ f1(x0)− f (x0)| < ε, ∀t ∈ (0, δ)
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óptima f ∈ Lp(v)

Corolario:

Sea v : Rd → (0,∞) medible 1 ≤ p <∞ y ϕ(y) = e−a|y |
2
. Entonces son

equivalentes:

Para toda f ∈ Lp(v), u(x , t) = f ∗ ht(x) existe ∀t, x y resuelve (h)

Lp(v) ⊂ L1(ϕ)

ϕ ∈ (Lp(v))′ = Lp
′
(v−

p′
p ), o sea, ‖v−

1
pϕ‖Lp′ <∞ ∀a > 0.
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f óptima-Poisson

Sea pt(x) = c t

(t2+|x−y |2)
d+1

2
el núcleo de Poisson

Proposición 2:

Sea f : Rd → C medible. Entonces son equivalentes:∫
Rd

pt(x − y)|f (y)|dy <∞, para todo t ∈ (0,∞) y x ∈ Rd

∫
Rd

pt(xt − y)|f (y)|dy <∞, para todo t ∈ (0,∞) y algún xt ∈ Rd∫
Rd

|f (y)| 1

(1 + |y |2)
d+1

2

dy <∞.
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prueba proposición

Usando la estimación elemental:
• En |y | > M|x | ⇒ M+1

M |y | > |x − y | > M−1
M |y |

1

c

(
1 + |y |2

)− d+1
2 ≤ t

(t2 + |x − y |2)
d+1

2

≤ c
(

1 + |y |2
)− d+1

2
,

con c = c(x , t,M) > 0
• En |y | ≤ M|x | y 7→ t

(t2+|x−y |2)
d+1

2
continua
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Beatriz Viviani (Instituto de Matemática Aplicada del Litoral-Universidad Nacional del Litoral)Convergencia a.e. Poisson-Bessel
Seminario del IMAL ”Carlos Segovia Fernandez” Junio 2016 9

/ 28



prueba proposición

Usando la estimación elemental:
• En |y | > M|x | ⇒ M+1

M |y | > |x − y | > M−1
M |y |

1

c

(
1 + |y |2

)− d+1
2 ≤ t

(t2 + |x − y |2)
d+1

2

≤ c
(

1 + |y |2
)− d+1

2
,

con c = c(x , t,M) > 0
• En |y | ≤ M|x | y 7→ t

(t2+|x−y |2)
d+1

2
continua
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Rećıprocamente

Teorema

Si f ∈ L1(ϕ(y)) con ϕ(y) = 1

(1+|y |2)
d+1

2
entonces

u(x , t) = f ∗ pt(x) ∈ C∞(R+) y satisface utt + ∆λu = 0

existe limt 7→0 f ∗ pt(x) = f (x) para a.e.x ∈ R+
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Rećıprocamente

Teorema

Si f ∈ L1(ϕ(y)) con ϕ(y) = 1

(1+|y |2)
d+1

2
entonces

u(x , t) = f ∗ pt(x) ∈ C∞(R+) y satisface utt + ∆λu = 0

existe limt 7→0 f ∗ pt(x) = f (x) para a.e.x ∈ R+
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óptima f ∈ Lp(v)- Poisson

Corolario:

Sea v : Rd → (0,∞) medible 1 ≤ p <∞ y ϕ(y) = 1

(1+|y |2)
d+1

2
. Entonces

son equivalentes:

Para toda f ∈ Lp(v), u(x , t) = f ∗ pt(x) existe ∀t, x y resuelve (P)

Lp(v) ⊂ L1(ϕ)

‖v−
1
pϕ‖Lp′ <∞.
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Otros semigrupos

Consideremos

• Ecuación de Poisson:

{
utt = Lu, t ∈ (0,∞)× Rd

u(0, x) = f (x)
(P)

ParaL ∈ {−∆ + R , −∆ + |x |2 , −∆ + 2x · ∇ }

la integrabilidad óptima sobre f en [GHSTV]

En (0,∞) para

L ∈ {−∂yy +
[
y2 +

α2−1
4

y2

]
con α > −1 y todos sist. de Laguerre}

la integrabilidad óptima sobre f en [GHSV]

En (0,∞) para L ∈ {− d2

dx2 − 2λ
x

d
dx con λ > −1

2}

la integrabilidad óptima sobre f en [C]
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la integrabilidad óptima sobre f en [C]
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L-Poisson

Dificultad: Fórmula integral:

pt(x , y) =
t√
4π

∫ ∞
0

e−
t2

4u hu(x , y)
du

u3/2

donde hu(x , y) es el núcleo del calor, fórmula expĺıcita
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Hermite-Poisson, Ornstein-Uhlenbeck- Poisson

L heat Poisson

−∆ + R

∫
Rd
|f (y)| e−

|y|2

4s dy <∞
∀ s ∈ (0, T)

∫
Rd
|f (y)|

e−
√
R
√

1+|y|2

(1 + |y |)
d
2

+1
dy <∞

−∆ + |x |2
∫
Rd
|f (y)| e−

|y|2

4s dy <∞
∀ s ∈ (0, th (2T)/2)

∫
Rd
|f (y)|

e−|y|
2/2

(1 + |y |)
d
2 [ln(e + |y |)]3/2

dy <∞

−∆ + 2x · ∇
∫
Rd
|f (y)| e−( 1

s
+2)

|y|2

4 dy <∞
∀ s ∈ (0, th (2T)/2)

∫
Rd
|f (y)|

e−|y|
2

[ln(e + |y |)]1/2
dy <∞

Table: Necesaria y suficiente condiciones sobre f para la existencia de e−tLf y

e−t
√
Lf .

Mejora resultado de Muckenhoupt’69
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Laguerre-Poisson

autovalores operador dif función ϕ

L
(α)
n L = −y ∂yy − (α+ 1− y) ∂y

yαe−y

[ln(e + y)]
1
2

ϕαn L = −∂yy + y2 + 1
y2

(
α2 − 1

4

)
− 2(α+ 1)

yα+ 1
2 e−y2/2

[ln(e + y)]
1
2

Lαn L = −y∂yy − ∂y + 1
4

[
y + α2

y

]
− α+1

2

y
α
2 e−y/2

[ln(e + y)]
1
2

`αn L = −y∂yy − (α+ 1)∂y + y
4

+ α+1
2

yαe−y/2

[ln(e + y)]
1
2

ψαn Λ = −∂yy − 2α+1
y
∂y + y2 − 2(α+ 1)

y2α+1 e−y2/2

[ln(e + y)]
1
2

Table: Tabla de funciones-ϕ para varios operadores de tipo Laguerre .

Mejora resultado de Muckenhoupt’69
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Bessel-Calor-Poisson

L heat Poisson

∆λ = − d2

dx2 − 2λ
x

d
dx

∫
R
|f (y)| (y ∧ 1)2λe−

y2

4t dy <∞

∫
R
|f (y)|

y2λ

(y + 1)2λ+2
dy <∞

Table: Necesaria y suficiente condiciones sobre f para la existencia de e−tLf y

e−t
√
Lf .
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Bessel-Poisson

Consideremos, λ > −1
2 ,

L = ∆λ = − d2

dx2
− 2λ

x

d

dx
, (0.1)

Autoadjunto en L2(R+, dµλ) y dµλ(x) = x2λdx , x > 0.

Autofunciones ∆λ:

ϕλz (x) = (zλx)−λ+ 1
2Jλ− 1

2
(zx),

donde x , z > 0 y Jν es la función de Bessel de primer tipo y orden
ν > −1

Para λ > −1
2 ,

∆λϕ
λ
z = z2ϕλz , (0.2)

para z > 0.
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Bessel-Calor

El núcleo del calor ( ∂tu = −∆λu) es

W λ
t (x , y) =

∞∫
0

e−z
2tϕλz (x)ϕλz (y)dµλ(z),

Expĺıcitamente

W λ
t (x , y) =

(xy)−λ+ 1
2

2t
e−

(x2+y2)
4t Iλ− 1

2

(xy
2t

)
,

donde Iν es la modificada función de Bessel de 1er tipo y orden ν > −1
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Bessel-Poisson

Expresión expĺıcita en términos de hipergeométrica funciones

Pλt (x , y) =

∞∫
0

e−ztϕλz (x)ϕλz (y)dµλ(z),

Fórmula de subordinación

Pλt (x , y) =
t√
4π

∞∫
0

e−
t2

4uW λ
u (x , y)

du

u
3
2

.

Lema

Given t > 0 and x > 0 there exists a constant cλ such that

c−1
λ t

[(x − y)2 + t2](x2 + y2 + t2)λ
≤ Pλt (x , y) ≤ cλt

[(x − y)2 + t2](x2 + y2 + t2)λ
.
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Bessel-Poisson

Como

Pλt (x , y) ' t

[(x − y)2 + t2](x2 + y2 + t2)λ

Como en el caso clásico, se sigue que

c−1
x ,t y

2λ

(y + 1)2λ+2
≤ y2λPλt (x , y) ≤ cx ,ty

2λ

(y + 1)2λ+2
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Optima f , B-Poisson

Proposición 2:

Sea f : R+ → C medible. Entonces son equivalentes:
∞∫
0

Pλt (x , y)|f (y)|dµλ(y) <∞, for all t > 0 and x > 0.

∞∫
0

Pλt (xt , y)|f (y)|dµλ(y) <∞, for all t > 0 and some xt > 0.

∞∫
0

ϕλ(y)|f (y)|dy <∞, donde

ϕλ(y) =
y2λ

(y + 1)2λ+2
.
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Más aún

Teorema

Si f ∈ L1(ϕλ(y)) con ϕλ(y) = y2λ

(y+1)2λ+2 entonces

u(x , t) = f ∗ pt(x) ∈ C∞(R+) y satisface utt + ∆λu = 0

existe limt 7→0 f ∗ pt(x) = f (x) para a.e.x ∈ R+
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Cota por arriba más precisa

Proposición:

Para λ > −1
2 ,

y2λPλt (x , y) ≤Cλ < (
x

x + t
)2λ > P4t (x − y)χ x

2
<y≤2x(y)

+c(x)tϕλ(y),

where < z >= z ∨ 1, P∆
t (x) = c t

t2+x2 is the classical Poisson kernel and

c(x) = Cλ(x ∧ 1)−(2λ+2)
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Convergencia a.e

lim
t→0+

Pλt f (x) = f (x), ∀x ∈ Lf (conjunto de Lebesgue de f).∫ ∞
0

Pλt (x , y)dµλ(y) = 1

Pλt f (x)− f (x) ≤
∞∫

0

Pλt (x , y)|f (y)− f (x)|dµλ(y)

≤Cλ < (
x

x + t
)2λ >

∞∫
0

P4t (x − y)χ x
2
<y≤2x(y)|f (y)− f (x)|dy

+ tc ′(x)

∞∫
0

ϕλ(y)|f (y)− f (x)|dy .
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óptima f ∈ Lp(v)- Poisson-Bessel

Corolario:

Sea v : Rd → (0,∞) medible 1 ≤ p <∞ y ϕλ(y) = y2λ

(y+1)2λ+2 . Entonces

son equivalentes:

Para toda f ∈ Lp(v), u(x , t) = f ∗ pt(x) existe ∀t, x y resuelve (P)

‖v−
1
pϕλ(y)‖Lp′ <∞.

Lp(v) ⊂ L1(ϕλ(y))
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